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摘要  针对二维含静态裂缝线弹性问题构造了一类新的基于物理信息神经网络算法。为了处理裂缝处位移场的强间断

性，基于区域分解思想，将计算区域分成若干个子区域，并采用多个相互独立的神经网络分别求解各个子区域中的位

移场和应力场。为了处理裂尖处应力场的强奇异性，引入裂尖渐近场函数对神经网络的输出量进行修正，以期显著提

高计算精度。最后，相关数值实验验证了算法的有效性。 

关键词  物理信息神经网络；静态裂缝；多神经网络；区域分解；裂尖渐近场函数   
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A Novel Physics-Informed Neural Networks Algorithm for  Linear Elastic Static 

Crack Problems  

CHAI Botao1 ,  CHEN Xingding1 ,  YU Yunlong2    

(1.Department of Data Science, School of Mathematics and Statistics, Beijing Technology and Business University, Beijing 100048, China; 

2.Institute of Applied Physics and Computational Mathematics, Beijing 100094, China) 

Abstract  This paper proposes a novel Physics-Informed Neural Networks algorithm for linear elastic static crack problems. 

In order to handle the discontinuity of the displacement fileds along the crack, we adopt independent multi -neural networks to 

solve all the components of the displacement and stress fileds by using the domain decompositions technique. Moreover, in 

order to capture the singularity of the stress fields at the crack tip, we use the crack tip asymptotic field functions to modify 

the outputs of the multi-neural networks, which can improve the accuracy remarkably. Numerical experiments verify the 

efficiency of our algorithm. 

Key words  Physics-Informed Neural Networks; static crack ; multi-neural networks; domain decomposition; crack tip 

asymptotic field functions 

0  引言 

裂缝问题广泛存在于位错演化、晶界建模和相界演化等领域。在这些领域中，裂缝的存在不仅影

响物质结构的稳定性和安全性，而且直接关系到能源的有效开发和自然灾害的预防。因此，对裂缝问

题进行高精度的数值模拟具有十分重要的意义。采用传统的数值方法求解裂缝问题时会遇到许多困

难，例如：有限元方法求解裂缝问题时对网格剖分要求严苛，而且计算精度不高 [1,2]；扩展有限元方

法利用水平集函数描述裂缝的位置，但增强基函数之间的线性相关性将导致总刚度矩阵高度病态，计

算求解代价较大[3,4]。近年来，随着深度学习技术的飞速发展，其应用范围由最初的图像和语音识别

逐步向科学计算领域拓展[5-7],这使得我们对裂缝问题的数值求解有了新的途径。 

2019 年，Raissi 等[8]提出了一种基于物理信息的神经网络方法（PINN）。PINN 方法是深度学习
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技术应用于工程和科学计算领域的一个重要尝试，它将物理方程作为约束条件嵌入到神经网络的损失

函数中去训练，不仅有效降低了模型对数据的依赖，而且使得预测结果满足物理方程。与传统数值方

法相比，PINN 方法具有三个方面的优势[9-11]：首先，PINN 方法不需要预先定义和生成计算网格，可

避免与网格生成相关的计算复杂性和计算成本；其次，PINN 方法可以同时求解正反问题，并且不会

显著增加求解难度；最后，PINN 方法非常适用于处理高维问题，其实现方式几乎与维度无关。因

此，PINN 方法自提出以来便受到学者们的广泛关注。 

针对线弹性问题，文[12]采用多神经网络的 PINN 方法分别对位移场和应力场进行预测，相比于

单个神经网络显著提高了计算精度。文[13]在神经网络中加入硬边界约束条件，使预测解严格满足线

弹性方程的边界条件，该方法在保证计算精度的同时减少了计算区域中采样点的个数，提高了计算效

率。针对含静态裂缝的线弹性问题，文[14]基于方程的弱形式来构造损失函数，由于弱形式的计算需

要进行数值积分，该方法计算开销较大。为了提高位移场的预测精度，文[15]引入裂尖渐近场函数对

预测的位移场进行修正。但在该方法中应力场由预测的位移场计算得到，这不仅增加了应力场计算的

复杂性，而且引入了额外的计算误差。 

本文拟将多神经网络策略与裂尖渐近场函数相结合来求解含静态裂缝线弹性问题。一方面，我们

利用区域分解的思想沿裂缝线将计算区域分成若干个子区域，再采用多个神经网络分别对不同子区域

的位移场和应力场进行预测；另一方面，与文[15]中仅对位移场进行求解的策略不同，我们通过将线

弹性模型的本构方程和几何方程嵌入到损失函数中，实现了位移场和应力场的同步求解。 

1  预备知识 

1.1 模型问题 

本节我们给出含静态裂缝的线弹性模型。考虑线弹性体
2R ，外边界  u t  ， c 为裂

缝所在的位置，如图 1 所示。相应的平衡方程和边界条件可写为 
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其中 σ 为柯西应力张量， f 为单位体积力， u为位移场矢量， n为单位外法向量。 

应力 ( )ijσ σ 与应变 ( )ijε ε 之间的关系由本构方程描述，其满足胡克定律，即 

 ( ) ( ) 2 ( ), , 1,2,ij ij ij i j     σ u u ε u  (2) 

其中 , 为拉梅常数，
ij 为符号函数满足 
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为简单起见，本文只考虑各向同性的线弹性体，即 12 21σ σ ，但相关算法可推广至各向异性情

形。 

应变 )( ijε ε 与位移 ( )iu u 之间的关系由几何方程描述，即 
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图 1  二维含静态裂缝线弹性体模型。 

Fig.1  A two-dimensional model of linear elastic body with a static crack. 

1.2 裂尖渐近场函数 

在断裂力学中，裂尖渐近场函数[16]是用来描述裂尖处应力奇异性的重要数学表达式。对于各向同

性的线弹性体，I 型裂缝的裂尖渐近场函数可写为 
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其中 ( , )r  是以裂尖为极点的极坐标系。 IK 表示 I 型裂缝的应力强度因子[17]，用于表征裂尖处应

力的集中程度。 为膨胀模量，其表达式为   

 
               

,

3 4 , , 

(3 ) / (1 ),    

v

v v



 

 

平面应变

平面应力
 (6) 

其中 为泊松比。从裂尖渐近场函数的表达式可见，当采样点靠近裂尖时， r 趋于 0，此时应力

σ 将趋近于无穷大，裂尖处的应力呈现出强奇异性。我们必须指出的的是：在裂缝问题的数值模拟

中，PINN 方法能否准确捕捉到裂尖渐近场中应力的强奇异性将对计算精度产生很大的影响。 

2  一类基于物理信息的新型神经网络方法 

本节将构造一类基于物理信息的新型神经网络方法来分别求解模型问题（1）式中的位移场 u 和

应力场 σ 。 

2.1 物理信息神经网络简介 

考虑偏微分方程 
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其中 为微分算子，  为微分算子所含的未知参数， ( ( ))u x 表示定解条件。 

在 PINN 方法中，我们用神经网络表达的预测函数 ˆ ( )


u x 来近似偏微分方程(6)式中的解函数

( )u x 。 ̂ 是一个包含神经网络权重和偏置的参数集合，它通过优化如下极小化问题获得，即 

 ˆ arg min ( ; ),


    (8) 

其中为训练数据集。 ( ; )  称为损失函数，它由监督损失项 s 和残差损失项 r 两部分组成，

其表达式为 
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其中 { , }s r  
，  1

,sN

s i ii



 x x 为标签数据集，它采样于区域边界， sN 为上的监督采

样点数，  ;s s  用来测试预测值对边界数据的拟合程度。  1
,rN

r i ii



 x x 为残差数据集,它采样

于计算区域， rN 为中的残差采样点数，  ;r r  用来测试预测值对微分方程的拟合程度。 s

和 r 为是权重系数。 

2.2 多神经网络策略 

由万能逼近定理可知，单个神经网络适用于拟合连续光滑的函数。在裂缝问题(1)式中，由于位移

场在裂缝处是强间断的，为了保证计算精度，我们利用区域分解的思想，将计算区域分成若干个子区

域，然后构建多个相互独立的神经网络分别对每个子区域中的位移场 u和应力场 σ 进行拟合。 

我们将裂缝 c 从裂尖延长至边界，裂缝延长线记为 c ，如图 2 所示。此时，裂缝 c 及其延长线

c 将计算区域分成两个互不重叠的子区域
1 和

2 ，即 

 
1 2 .c c      
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图 2  区域分解示意图，黑色虚线表示裂缝延长线
c 。 

Fig.2 Schematic diagram of the domain decomposition, the black dashed line denotes the crack extended line 
c . 

我们将子区域
1 中的位移场记为 1 1 1

1 2( , )Tu u u
，

子区域
2 中的位移场记为
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u 的每个分量构造互相独立的神经网络进行求解，即 
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其中 ( ) 表示神经网络的输出量。在裂缝延长线
c 上我们取两个子区域神经网络训练解的加权

平均来近似位移场，加权系数取值为
1

2
，那么计算区域中位移场 ( )u x 的预测解 ( )u x 可写为 
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其中 1 1
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2( ), T

  u u u 为位移场 1
u 的预测解， 2

1

2 2
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  u u u 为位移场 2
u 的预测解。由于神经网

络的训练过程不受裂缝延长线
c 上加权系数的影响，因此加权系数的取值并不会影响整个模型的预

测精度[15]。 

同理，我们将子区域
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σ 的每个分量构造相互独立的神经网络进行求解，即 
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注意到：对于各向同性的线弹性体有 12 21σ σ 。裂缝延长线
c 上应力场取两个子区域应力场的

加权平均，那么计算区域中应力场σ 的预测解 ( )σ x 可写为                                                                                                                                     
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其中

1 1

11 121

1 1
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
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 
   
 
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σ σ
为应力场 1

σ 的预测解，
11 12

21

2

2
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 



 

 
   
 

σ σ
σ

σ σ
为应力场 2

σ 的预测解。 

2.3 对神经网络预测值的修正 

本节我们将利用裂尖渐近场函数对 2.2 节中神经网络的预测值进行修正，以期进一步提高预测解

的精度。我们把预测解 ( )u x 和 ( )σ x 代入裂尖渐近场函数中进行训练，来捕捉解在裂尖处的强奇异

性。将（10）式和（12）式分别代入裂尖渐近场函数（4）式和（5）式中，可得修正后的神经网络表

达式，即 
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从（13）式可见，随着采样点趋近于裂尖，极半径 r 趋于零，分式
1

2 r
的值趋于无穷大。此

时，裂尖处的应力预测值也趋近于无穷大，满足了应力场在裂尖处的强奇异性特征。 

此时，计算区域上的损失函数 ( ; )  可写为 

      ( ; ) ; ; ; ,s s r r c c           (15) 

其中 s 和 r 为监督损失项和残差损失项，其表达式为 
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其中 ( 1,2)s

mN m 表示子区域 m 外边界上的监督点采样数， m

rN 表示子区域 m 中的残差点采样

数， m

if 表示子区域 m 中的单位体积力。 ( , 1,2)m

ij i j ε 将 m 中位移场预测解 ( 1,2)m

i i u 代入(3)式

几何方程计算得到，
, i

m

ij xσ 表示 m 中应力场预测解
m

ijσ 对于 ix 的偏导数。注意到：区别于标准 PINN

方法的残差损失项仅包含平衡方程，我们将本构方程(2)式和几何方程(3)式也嵌入到了残差损失项之

中。 

c 为裂缝延长线
c 上的损失项，其表达式为 
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 (18) 

其中数据集  1
x , x

N

c i i c

c

i



  采样于裂缝延长线

c 上，采样点个数为 cN ， c 用来测试位移场

和应力场的预测解在裂缝延长线处的连续性。 

求解裂缝问题(1)式的神经网络结构示意图如图 3 所示。 

 

图 3  求解含静态裂缝线弹性问题的神经网络结构示意图。ϵ表示误差阈值，maxit表示最大迭代次数。 

Fig.3 Schematic diagram of the neural network structure for solving the model problem. ϵ represents the error threshold and maxit represents the 

maximum number of iterations. 

3  数值实验 

本节，我们以单轴拉伸边裂纹板模型为例来考察算法的有效性。假设方形板长 2L m ,杨氏模量
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10E GPa ，泊松比 0.3  ，上下边界受到拉伸力 1MPaσ ，右侧边界固定，左侧边界不受力，裂

缝长1m，如图 4 所示。 

我们采用全连接神经网络，激活函数选择 swish 函数，数据类型为 64 位浮点型。实验中采样点

总数 N=10000，其中监督点采样数为 21 2000s sN N  ，残差点采样数为 21 2500r rN N  ，裂缝延长

线
c 上采样数为 1000cN  。数值实验是在深度学习框架 PyTorch 1.13.1 版本下实现的，训练过程

中采用 Adam 优化器[18]来优化损失函数，优化次数达到 10000 次或损失函数小于 710 时迭代终止 。

采用相对 2L 误差作为评判标准，以 x 方向的位移分量 1u 的误差为例，其定义如下 
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 (19) 

其中 1( )iu x 为参考解，数据来源于文[19]的数据库。 1 ( ) iu x 是神经网络预测解， 10000testN  为

测试集的采样点数。 

 

图 4  单轴拉伸的边裂纹板模型。 

Fig.4 
 
The model of the uniaxial tensile single-edge crack plate. 

我们分别采用标准 PINN 方法、只采用多神经网络的 PINN 方法以及本文构造的新型 PINN 方法

来求解该模型问题。 

3.1标准 PINN方法 

表 1 给出了采用标准 PINN 方法求解时，位移场和应力场各分量的相对 2L 误差。图 5 给出了位移

场和应力场各分量预测解和真实解之间的逐点误差。从数值结果可见，由于标准 PINN 方法没有处理

裂缝处的位移不连续性以及裂尖处的应力强奇异性，即使不断增加隐藏层和神经元的数量，仍无法改

善计算精度。 
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表1  采用标准PINN方法求解时位移场和应力场的相对
2L 误差。 

Table 1 
 

Relative 
2L

 
errors of displacement and stress fields solved by the standard PINN method . 

隐藏层数 神经元数 
1 2eu‖ ‖  

2 2eu‖ ‖  
11 2eσ‖ ‖  

22 2eσ‖ ‖  
12 2eσ‖ ‖ 

2 

32 1.6350×10-1 1.0129 3.6445×10-1 5.4673×10-1 9.4097×10-1 

64 1.5218×10-1 1.0876 6.4124×10-1 3.2141×10-1 5.8767×10-1 

128 1.5120×10-1 1.0208 3.5009×10-1 5.4085×10-1 9.1057×10-1 

3 

32 1.4711×10-1 1.0211 3.0926×10-1 5.3186×10-1 9.2388×10-1 

64 1.7854×10-1 1.0352 6.5321×10-1 4.2345×10-1 7.3521×10-1 

128 1.5362×10-1 1.0101 3.2150×10-1 6.2174×10-1 1.0117 

4 

32 1.5581×10-1 1.0229 3.1983×10-1 5.9114×10-1 9.5827×10-1 

64 1.4636×10-1 1.0632 3.4523×10-1 4.4573×10-1 8.3525×10-1 

128 1.2884×10-1 1.0331 2.8346×10-1 4.9972×10-1 8.6078×10-1 

5 

32 1.6427×10-1 1.0188 3.3399×10-1 6.2516×10-1 9.9476×10-1 

64 1.4111×10-1 1.0317 2.8266×10-1 9.3126×10-1 5.5801×10-1 

128 1.5060×10-1 1.0427 3.1440×10-1 5.2197×10-1 9.3476×10-1 

3.2 多神经网络的 PINN方法 

表 2 给出了采用多神经网络的 PINN 方法求解时，位移场和应力场各分量的相对 2L 误差，图 6 给

出了位移场和应力场各分量预测解和真实解之间的逐点误差。由于构建了多个神经网络来处理裂缝处

位移场的不连续性，随着隐藏层和神经元数量的增加，位移场的相对 2L 误差可以下降至
210
。但由

于缺少对裂尖处应力场强奇异性的处理，应力场的计算精度仅为 110 。此外，从图 6 可见，仅采用多

神经网络的 PINN 方法对应力场的拟合效果仍然较差。 
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图 5  采用标准 PINN 方法预测位移场和应力场的逐点误差图。 

Fig.5 
 
Point-wise error plots for the displacement and stress fields obtained by using the standard PINN method . 

 

图 6  采用多神经网络的 PINN 方法预测位移场和应力场各分量的逐点误差图。 

Fig.6 
 
Point-wise error plots for the displacement and stress fields obtained by using the multi -neural network PINN method. 
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表2  采用多神经网络的PINN方法求解时位移场和应力场的相对
2L 误差。 

Table 2  
 

Relative 
2L

 
errors of displacement and stress fields solved by the multi-neural network PINN method. 

隐藏层数 神经元数 
1 2eu‖ ‖ 

2 2eu‖ ‖  
11 2eσ‖ ‖  

22 2eσ‖ ‖  
12 2eσ‖ ‖  

2 

32 1.0182×10-1 9.25687×10-2 3.1285×10-1 3.1924×10-1 6.5771×10-1 

64 9.0291×10-2 9.4577×10-2 2.7087×10-1 3.0946×10-1 6.0059×10-1 

128 1.0161×10-2 1.0056×10-2 2.9628×10-1 3.2294×10-1 6.2673×10-1 

3 

32 6.3074×10-2 8.8176×10-2 2.6395×10-1 2.8737×10-1 5.7568×10-1 

64 7.5396×10-2 8.1367×10-2 2.7087×10-1 2.9321×10-1 5.7467×10-1 

128 6.3464×10-2 8.5676×10-2 2.5486×10-1 2.8940×10-1 5.5709×10-1 

4 

32 6.5014×10-2 8.7885×10-2 2.5383×10-1 2.8712×10-1 5.3815×10-1 

64 5.6411×10-2 8.0726×10-2 2.3453×10-1 2.7443×10-1 5.1570×10-1 

128 5.7569×10-2 8.9359×10-2 2.4283×10-1 2.7907×10-1 5.2627×10-1 

5 

32 4.7132×10-2 8.6912×10-2 2.4046×10-1 2.8155×10-1 5.3523×10-1 

64 4.9649×10-2 7.9312×10-2 2.2932×10-1 2.6178×10-1 5.5029×10-1 

128 6.2045×10-2 8.9147×10-2 2.3935×10-1 2.8925×10-1 5.3640×10-1 

3.3 修正后的多神经网络 PINN方法 

表 3 给出了采用裂尖渐近场函数修正后的多神经网络 PINN 方法求解时，位移场和应力场各分量

的相对 2L 误差。图 7 给出了位移场和应力场预测解和真实解各分量之间的逐点误差。从表 3 可见，

即便只采用两个隐藏层，隐藏层神经元个数为 64 时，位移场和应力场预测解的相对 2L 误差可下降至

410
。此外，随着隐藏层和神经元数量的增加，其相对误差可降至

510
。从图 7 可见，采用裂尖渐近

场函数修正后，裂尖处应力场预测解的精度与其他区域保持一致，逐点误差可下降至
510
。 
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表3  采用修正后的多神经网络PINN方法求解时位移场和应力场各分量的相对
2L 误差。 

Table 3  
 

Relative 
2L

 
errors of displacement and stress fields solved by the revised multi-neural network PINN method . 

隐藏层数 神经元数 
1 2eu‖ ‖  

2 2eu‖ ‖  
11 2eσ‖ ‖  

22 2eσ‖ ‖  
12 2eσ‖ ‖  

2 

32 6.7348×10-4 4.4045×10-4 5.54135×10-3 1.8910×10-3 2.4893×10-3 

64 2.6599×10-4 1.0397×10-4 7.7810×10-4 4.1060×10-4 1.9296×10-4 

128 3.45487×10-4 3.6220×10-4 2.0948×10-4 3.7028×10-4 1.9235×10-4 

3 

32 4.4385×10-4 2.2504×10-4 1.4227×10-3 3.0269×10-4 1.1406×10-3 

64 8.5369×10-6 2.1215×10-5 4.9086×10-5 4.2313×10-5 8.8447×10-5 

128 7.81343×10-5 1.6426×10-5 7.5022×10-5 4.0326×10-5 5.7083×10-5 

4 

32 3.4887×10-5 7.8694×10-6 1.9120×10-4 4.1168×10-4 9.8964×10-5 

64 3.4471×10-5 2.1196×10-5 2.3962×10-5 3.2293×10-5 6.3055×10-5 

128 1.5949×10-5 8.7906×10-6 1.1647×10-4 3.7569×10-5 3.6856×10-4 

5 

32 3.3663×10-5 2.5586×10-5 2.8706×10-4 1.6639×10-4 5.4390×10-4 

64 3.4456×10-6 5.9472×10-6 3.7780×10-5 2.4322×10-5 3.0986×10-5 

128 9.9693×10-6 1.2885×10-6 9.2068×10-5 6.2295×10-5 3.0981×10-5 

当神经网络模型采用 4 个隐藏层，每个隐藏层有 64 个神经元时，我们将裂缝延长线上采样点数

从 1000 个增加到 2000 个和 3000 个，相应的数值结果见表 4。从数值结果可见，增加裂缝延长线上

采样点个数并不会进一步提高计算精度。因此，从计算效率的角度考虑，在裂缝延长线上采样 1000

个点即可。 
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图 7  采用修正后的多神经网络 PINN 方法预测位移场和应力场各分量的逐点误差图。 

Fig.7 Point-wise error plots for the displacement and stress fields solved by using the revised multi-neural network PINN method. 

表4  裂缝延长线
c 上采样点数不同时位移场和应力场各分量的相对

2L 误差。 

Table 4  
 

Relative 
2L

 
errors of displacement and stress fields with the different number of sampling points on the crack extension line. 

cN
  1 2eu‖ ‖ 

2 2eu‖ ‖  
11 2eσ‖ ‖  

22 2eσ‖ ‖  
12 2eσ‖ ‖ 

1000 3.4471×10-5 2.1196×10-5 2.3962×10-5 3.2293×10-5 6.3055×10-5 

2000 3.1141×10-5 6.5258×10-6 8.3457×10-5 1.3572×10-4 2.4464×10-5 

3000 3.9944×10-5 1.9509×10-5 6.1516×10-5 7.4080×10-4 2.3205×10-5 

从上述数值结果可见，本文所构造的新型 PINN 方法不仅处理了裂缝处解的强间断性，而且利用

裂尖渐近场函数修正预测值处理了裂尖处解的强奇异性，从而得到令人满意的计算精度。 

4  结论 

本文构造了一类基于物理信息的新型神经网络算法来求解二维含静态裂缝线弹性问题。利用区域

分解思想，构建了多个互相独立的神经网络处理裂缝处位移场的强间断性。进一步，通过在神经网络

中引入裂尖渐近场函数准确捕捉裂尖处应力场的强奇异性，从而显著提高计算精度。数值试验表明：

在神经网络架构中只需采用少量的隐藏层和神经元个数时，我们的算法就能获得理想的计算精度。此

外，由于裂尖渐近场函数的引入，在裂缝处增大采样点个数时，计算精度并没有明显的改善，只需要

较少的采样点就能达到较高的计算精度。下一步，我们将尝试把相关算法推广应用到多裂缝相交和裂

缝扩展等复杂计算模型。 
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